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[摘要]   针对应力集中问题，研究有限元计算中优

化模型的方法。综合分析具有应力集中孔薄板在不同

工况下（单向拉伸、双向拉伸、拉压复合）的不同单元密

度和单元质量，提出了优化有限元模型的方法。此外，

对某旋转机械中转盘的切向应力进行了计算，与子模型

有限元方法的计算结果进行比较，验证了提出的优化有

限元模型方法的合理性。
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[ABSTRACT]   The method of optimizing the fi nite 
element model (FEM) for the stress concentration is stud-
ied. Through comparing the results of different element 
density and element quality of the sheet with hole under the 
load (simple tension, biaxial tension, tension and compres-
sion), the method of optimizing the fi nite element model is 
proposed. Moreover, tangential stress of rotor plate of the 
rotary machine with the method is proposed in the paper, 
which is verifi ed through comparing the results of the rotor 
plate with sub-modeling method.
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随着计算机技术的飞速发展，近年来

数值计算技术在工程中得到了广泛应用，就

其实用性和应用的广泛性来说，主要还是有

限元法 [1]。实际上有限元分析已成为替代

大量实物试验的数值化“虚拟试验 (virtual 

test)”[2]。计算机模拟具有优化试验、节约开

发周期、降低试验成本等优点，将在新产品试

制中担任重要的角色，对它的研究具有较大

的实际意义 [3]。对复杂的非线性接触和碰撞

的整机有限元分析，需要建立适于工程应用

的有限元模型 [4-5]，既要保证计算精度又要有较高的计

算效率。可见，划分网格是建立有限元模型的一个重要

环节，它要求考虑的问题较多，需要的工作量较大，所划

分的网格形式将对计算精度和计算规模产生直接影响。

为建立正确、合理的有限元模型，划分网格时必须考虑

一些基本原则[6]。由于应力集中的影响，单元密度和单元

质量对计算结果均有较大影响，本课题结合弹性力学理

论和有限元法的特点对此进行了较深入、系统的研究。

1　板中圆孔应力集中的分析

对受不同形式载荷的具有应力集中孔的薄板，包

括图 1 所示的单向拉伸、双向拉伸、拉压复合进行研究，

中心孔 2a=20mm，板长和宽分别为 200mm 和 80mm，均

布载荷 |q|=10N/mm。应用有限元法计算了不同单元密

度和不同单元划分方法下的数值试验，由于结构的对称

性，只对板的1/4进行有限元计算，数值试验如表1所示。

1.1　单向拉伸

按表 1 中的数值试验对图 1（a）所示的薄板进行

计算。根据有限元分析法和弹性力学理论分别计算沿

y 轴 a、2a、3a、4a 处的切向应力，对比曲线如图 2 所示。

在 2a 到 4a 处，无论单元形状及单元密度如何，有限元
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表 1　数值试验计算表

编号
单元
总数

节点
总数

1/4 圆孔
分段数

平均单元
尺寸 /mm

圆孔附近
单元纵横比

孔附近单元
划分方法

1 145 172 4 10 2.5 自由网格

2 302 341 8 5 2.5 自由网格

3 1 285 1 362 16 2.5 2.5 自由网格

4 5 303 5 456 32 1.25 2.5 自由网格

5 19 360 19 665 64 0.625 2.5 自由网格

6 186 217 8 5 1.4 自由网格

7 1 291 1 364 8 2.5 1.3 自由网格

8 122 147 8 2.5 1.3 映射网格
*　 河 南 省 教 育 厅 自 然 科 学 研 究 计 划 项 目

（2007460023）资助。
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分析结果和理论值的最大误差小于 4%，这主要是因为

此区域内应力集中较小。在应力最集中的 a 处，单元密

度最稀疏（数值试验 1）时，两者的误差达到 23%。可见，

在应力集中区域，单元密度较稀疏时有限元计算结果的

误差较大；随着单元密度的增加，计算误差呈现先减小

后增大的趋势。当圆孔单元密度从 16 段增加到 64 段

时，最大误差为 3.4%；当圆孔单元密度为 16 段时误差最

小，为 0.2%。可见，不是单元密度越密计算结果越准确，

当单元密度增加到一定程度时，计算精度不会有明显提

高。因此，采用数值试验 3 进行计算时最合理，其最大

计算误差不超过 3%。

单向拉伸时数值试验 2、6、7、8 的计算结果如表 2

所示，主要对比了应力集中孔处的最大切向应力和最小

切向应力与弹性力学的理论计算值的差异。由表 2 中

图 1　圆孔板拉伸类型

Fig.1　Kinds of tension of the sheet with the hole
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可见，孔的单元密度同为 8 段，单元质量不同时，在应力

集中点的有限元计算误差不同，当单元的纵横比为 1.3

时，无论是映射网格还是自由网格，误差均小于 5%。当

单元为映射网格时，单元数量最少，但计算精度总体较

高，可见，选择数值试验 8 进行计算时最合理，既保证了

计算精度又减少了计算量。

1.2　双向拉伸

对图 1（b）所示的薄板按表 1 中的数值试验进行计

算，根据有限元分析法和弹性力学理论计算沿 y 轴 a、
2a、3a、4a 处的切向应力，对比曲线如图 3 所示。在单元

最稀疏的数值试验 1 中，应力集中点 a 处的误差较大，

其他点处的计算精度均满足计算要求。当圆孔单元密

度从 8 段增加到 64 段时，最大计算误差小于 2%，这主

要是由于应力集中程度较单向拉伸时小。考虑到计算

量，采用数值试验 2进行计算即可。
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限元分析结果和理论值的最大误差小于 4%。在

应力最集中的 a 处，单元密度最稀疏（数值试验1）

时，两者的误差达到 30%。可见，在应力集中区

域，单元密度较稀疏时有限元计算结果的误差较

大；随着单元密度的增加，计算误差呈现先减小

后增大的趋势。当圆孔单元密度增加到 64段时，

最大误差为 4.4%，由此可知，单元密度和单元质

量对拉压复合计算结果的影响较单向拉伸和双

向拉伸大。这主要是因为在薄板拉伸中，拉压复

合情况下的应力集中程度最大。因此，可采用数

值试验 3进行计算。

拉压复合时数值试验 2、6、7、8 的计算结果

如表2所示，由表2可见，孔的单元密度同为8段，

单元纵横比为 1.4 时，无论是映射网格还是自由

网格，误差均小于 3%。综合考虑计算精度和计

算量，选择数值试验 8进行计算最为适宜。

2　应力集中问题优化有限元模型的方法

通过对孔应力集中问题的分析可知，要提高应力集

中区域的计算精度并且保证计算效率，应该综合考虑单

元密度和单元质量，同时在提高计算效率方面，要合理

选择应力集中区域。由前面的分析可知，在应力最集中

的拉压复合中选择 4 倍圆孔半径的圆域范围内进行单

元加密已经足可，圆孔单元划分尺寸为圆周的 1/32，并

选择纵横比小于 1.3 的映射网格划分最为适宜。

3　典型应用案例分析

对某旋转机械中转盘的应力分布进行计算。该转

盘在高速旋转中受离心惯性载荷作用，因此在分析中施

加角速度惯性载荷，该转盘有 6 个应力集中孔，由于对

称性对其 1/4 进行计算，其有限元模型如图 5（a）所示。

圆孔单元划分尺寸取圆周的 1/32，圆孔附近单元的纵横

比取 1.3，扩展的有限元计算结果如图 5（b）所示。

为验证单元划分是否合理、计算结果是否准确，采

用子模型有限元分析方法对该转盘进行分析。对应力

集中的孔 1 和孔 2 均进行分析，子模型分析的有限元模

型如图 6 所示。圆孔附近的区域半径取 4 倍的孔半径，

子模型分析的计算结果如图 7 所示。对比图 5 和图 7

可知，两孔应力分布趋势和应力集中位置均与整体分析

基本相同。对孔 1，应力集中位置两者的误差为 1.7%；

对孔 2，应力集中位置两者的误差为 2.2%。可见，转盘

的单元划分合理，单元密度适中，这也表明了应用本研

究中的处理应力集中问题的单元划分方法的有效性和

双向拉伸时数值试验 2、6、7、8 的计算结果如表 2

所示，由表 2 可见，孔的单元密度同为 8 段，当单元质量

不同时，在应力集中点的有限元计算误差不同，单元质

量对计算结果的影响较单向拉伸时要小。此外，考虑到

计算量，选择数值试验 8进行计算最为适宜。

1.3　拉压复合

对图 1（c）所示的薄板按表 1 中的数值试验进行计

算，根据有限元分析法和弹性力学理论计算沿 y 轴 a、
2a、3a、4a 处的切向应力，对比曲线如图 4 所示。从图 4

可见，在 2a 到 4a 处，无论单元形状及单元密度如何，有

表 2　最大和最小切向应力数值试验计算结果与理论值的比较

载荷

情况

编

号

最大切向应力 最小切向应力

理论值/

MPa

计算值 /

MPa

误差 /

%

理论值/

MPa

计算值 /

MPa

误差 /

%

单

向

拉

伸

2

30

27.834 7.2

-10

-8.042 19.6

6 30.080 0.3 -9.240 7.6

7 29.524 1.6 -9.518 4.8

8 29.810 0.6 -9.569 4.3

双

向

拉

伸

2

20

19.827 0.9

无最小切向应力
6 20.477 2.4

7 20.009 0.05

8 20.280 0.6

拉

压

复

合

2

40

35.841 10.4

-40

-36.171 9.6

6 39.684 0.8 -39.059 2.4

7 39.039 2.4 -39.328 1.7

8 39.341 1.6 -39.663 0.8
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合理性。

4　结束语

针对圆孔应力集中问题，本课题根据有限元法的特

点并结合弹性力学理论，计算了带有应力集中孔板在单

向拉伸、双向拉伸、拉压复合载荷工况下的切向应力，分

析了应力集中孔附近单元密度和单元质量对计算精度

的影响，并在此基础上提出了圆孔附近单元划分原则，

为应力集中问题提供了优化有限元模型的方法。针对

某旋转机械中的转盘，应用本课题提出的应力集中孔的

单元划分方法对其切向应力进行了计算，并与应用子模

型有限元计算方法的计算结果进行了对比，验证了该单

元划分方法的有效性和合理性，为复杂机构中应力集中

问题的有限元计算提供了依据和方法。
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